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Аннотация. Рассматривается регуляризация классических принципа Лагранжа
и принципа максимума Понтрягина в выпуклых задачах математического про-
граммирования и оптимального управления. На примере «простейших» задач
условной бесконечномерной оптимизации обсуждаются два основных вопроса:
зачем нужна регуляризация классических условий оптимальности и что она да-
ет?
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Введение

Хорошо известно, что задачам оптимизации и оптимального управления, в целом,
свойственны различные проявления некорректности [1]. Естественно, в полной мере
эти природные недостатки оптимизационных задач наследуют и соответствующие усло-
вия оптимальности, к которым, в первую очередь, относятся привычные классические
принцип Лагранжа и принцип максимума Понтрягина [2, 3]. В частности, мы говорим
о неустойчивости классических условий оптимальности, понимая под этим, что сколь
угодно малым возмущениям исходных данных оптимизационной задачи могут отвечать
сколь угодно большие возмущения выделяемых этими условиями элементов.

Задачи оптимального управления, в которых имеют место проявления неустойчи-
вости классических условий оптимальности, в большом числе возникают в различных
естественнонаучных приложениях. К таким задачам следует, прежде всего, отнести за-
дачи оптимального управления с фазовыми ограничениями типа равенства и неравен-
ства. К задачам оптимального управления с фазовыми ограничениями–равенствами, по
сути дела, относятся самые разнообразные обратные задачи естествознания, без умения
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эффективно решать которые трудно представить современные научные исследования.
В этой связи, неустойчивость классических условий оптимальности ставит непреодо-
лимую преграду на пути их непосредственного использования для решения большого
класса актуальных естественнонаучных задач, в которых погрешности исходных дан-
ных жестко увязываются с физической сутью их постановок. Следующий простой, но
в то же время содержательный пример характеризует вышесказанное.

Рассмотрим задачу

(P ) ∥z∥2 → min, Az = p, z ∈ Z,

где A : Z → Z — линейный вполне непрерывный инъективный оператор с инъектив-
ным (и естественно вполне непрерывным) сопряженным A∗, Z — гильбертово про-
странство, p ∈ Z любой такой элемент, для которого, во-первых, задача разрешима
(очевидно, единственным образом) и, во-вторых, это решение zp удовлетворяет регу-
лярному принципу Лагранжа в дифференциальной форме zp = −1

2
A∗λ ≡ z[λ] и в

эквивалентной недифференциальной форме

Lp(zp, λ) ≤ Lp(z, λ) ∀z ∈ Z, Lp(z, λ) ≡ ∥z∥2 + ⟨λ,Az − p⟩.

Легко видеть, что в качестве элемента p можно взять, например, p = 0.

Так как операторы A, A∗ являются линейными вполне непрерывными и инъектив-
ными, то, с учетом равенства (A∗)∗ = A, имеют место равенства R(A) = Z, R(A∗) = Z,

причем R(A) ̸= Z, R(A∗) ̸= Z (см. [4, с. 225, Теорема 1]), то есть исходное и сопряжен-
ное уравнения — плотно разрешимы (см. [5, с. 106]).

Возьмем последовательность элементов zk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , такую, что zk ̸→ zp,

k → ∞ (сильно), но одновременно Azk → Azp ≡ p, k → ∞ (сильно). В качестве
такой последовательности годится, например, слабо сходящаяся к zp последователь-
ность zk ∈ Z, k = 1, 2, . . . . Так как R(A∗) = Z, для любого элемента zk найдется
элемент λk ∈ Z, для которого соответствующий элемент z̃k ≡ z[λk] можно считать
сколь угодно близким к zk. Пусть ϵk, k = 1, 2, . . . — произвольная сходящаяся к нулю
последовательность положительных чисел. Тогда считая, что элемент λk выбирается
так, что ∥zk − z̃k∥ ≤ ϵk, k = 1, 2, . . . , получаем, что z̃k ̸→ zp, k → ∞, но одновременно
Az̃k ≡ pk → p, k → ∞ и, к тому же, в каждой задаче

∥z∥2 → min, Az = Az̃k ≡ pk, z ∈ Z,

решением которой является элемент z̃k, существует, как можно заметить, вектор Куна–
Таккера и, соответственно, выполняется регулярный принцип Лагранжа.

Таким образом, можно утверждать, что существуют такие pk → p, k → ∞, для
которых в аппроксимирующих (при p = pk ) задачах (P ) справедливо утверждение
регулярного принципа Лагранжа, такого же как и в случае невозмущенной ( p = p ) за-
дачи (P ), но для которых одновременно оптимальные «аппроксимирующие» элементы
не сходятся к решению невозмущенной задачи как по аргументу, так и по функции.

Рассмотрим далее обратную задачу финального наблюдения по нахождению началь-
ной функции v ∈ L2(0, 1) в третьей начально-краевой задаче для уравнения теплопро-
водности

zt − zxx = 0, z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω ≡ (0, 1), (0.1)
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zx(0, t)− z(0, t) = 0, zx(1, t) + z(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],

которую можно трактовать также как задачу оптимального управления с фазовым
ограничением типа равенства в финальный момент времени (такое ограничение иногда
называют полуфазовым) по нахождению начального управления в третьей начально-
краевой задаче (0.1)

(POC)

∫ 1

0

v2(x) dx→ inf, z[v](·, T ) = p ∈ L2(0, 1),

где z[v] — обобщенное решение класса V 1,0
2 (QT ) начально-краевой задачи (0.1), соот-

ветствующее управлению v ∈ L2(0, 1). Она может быть переписана в форме задачи
(P )

∥v∥2 → min, Av = p, v ∈ Z ≡ L2(0, 1)

с A[v](·) ≡ z[v](·, T ), A[v] ≡ Av, A∗[q](·) ≡ η[q](·, 0), A∗[q] ≡ A∗q, η[q] — соответству-
ющее элементу q обобщенное решение сопряженной третьей краевой задачи

ηt + ηxx = 0, η(x, 1) = q(x), x ∈ (0, 1),

ηx(0, t)− η(0, t) = 0, ηx(1, t) + η(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Здесь в качестве пространства Z выступает пространство L2(0, 1), а определенные
выше операторы A, A∗ : L2(0, 1) → L2(0, 1) являются инъективными (эта инъектив-
ность может быть установлена, например, на основе результатов [6, 7]), а значит, и
R(A) = L2(0, 1), R(A∗) = L2(0, 1) (в силу инъективности и свойств линейных уравне-
ний (см. [5, с. 106])), причем R(A) ̸= L2(0, 1), R(A

∗) ̸= L2(0, 1) (в силу «заглаженности»
решений краевых задач, см., например, [8, гл. III]).

Таким образом, анализ задачи (P ) позволяет высказать важное утверждение, со-
стоящее в том, что ни принцип Лагранжа, ни принцип максимума Понтрягина в их
обычной классической форме не могут быть непосредственными инструментами для
решения задачи (POC ) и многих других аналогичных обратных задач, задач оптималь-
ного управления. Это порождает естественную мотивацию к такому «исправлению»
классических условий оптимальности, которое приводит к следующим двум «ожидае-
мым» свойствам: 1) «исправленные» условия должны быть устойчивы к возмущениям
исходных данных оптимизационной задачи; 2) они должны быть структурно устроены
так же, как их классические аналоги.

С общих позиций понятно, что исправление данных природой недостатков класси-
ческих принципа Лагранжа и принципа максимума Понтрягина должно быть связано
с использованием идей теории регуляризации. Однако не всякий метод регуляризации
подходит для этой цели. По-видимому, наиболее адекватными, с точки зрения выпол-
нимости указанных выше двух свойств, являются методы регуляризации, основанные
на двойственности [9–11]. Применение основанных на двойственности методов регуля-
ризации и одновременный переход к понятию минимизирующей последовательности
допустимых элементов, как основному понятию в оптимизационной теории (вместо
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классического понятия оптимального элемента), открывают возможность естествен-
ной трансформации классических условий оптимальности. Эта трансформация при-
водит к их секвенциальным обобщениям в терминах классических функций Лагранжа
и Гамильтона–Понтрягина, которые: 1) обладают устойчивостью по отношению к ошиб-
кам исходных данных задач; 2) полностью сохраняют общую структуру своих классиче-
ских аналогов. Такие трансформированные условия оптимальности мы называем устой-
чивыми секвенцильными или, другими словами, регуляризованными, соответственно,
принципом Лагранжа и принципом максимума Понтрягина [2, 3, 12–15]. Тем самым,
трансформирование классических условий оптимальности в утверждения секвенциаль-
ного характера, являющиеся одновременно устойчивыми к ошибкам исходных данных
регуляризирующими алгоритмами решения оптимизационных задач, позволяет прин-
ципиально расширить сферу действия оптимизационной теории, основанной на при-
вычных конструкциях функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина [12–17].

Итак, основной целью работы является обсуждение, на примере простейших по фор-
ме бесконечномерных оптимизационных задач, двух основных вопросов: зачем нужна
регуляризация классических условий оптимальности и что она дает? Статья состоит
из введения и четырех основных разделов, первый из которых посвящен постановке
«простейшей» задачи выпуклого программирования с сильно выпуклым целевым функ-
ционалом и с операторным ограничением–равенством в гильбертовом пространстве.
Во втором разделе кратко излагаются, применительно к этой задаче выпуклого про-
граммирования, основанные на двойственности методы двойственной регуляризации и
итеративной двойственной регуляризации, формулируются теоремы их сходимости. В
третьем разделе указанные теоремы сходимости применяются для доказательства в за-
даче выпуклого программирования регуляризованных принципа Лагранжа и принципа
Лагранжа в итерационной форме. Наконец, в заключительном четвертом разделе ре-
зультаты третьего раздела «расшифровываются» в форме регуляризованных итераци-
онных принципа Лагранжа и принципа максимума Понтрягина в задаче оптимального
управления с фазовым ограничением–равенством для параболического уравнения, ко-
торую можно трактовать и как обратную задачу финального наблюдения для того же
уравнения.

1. «Простейшая» задача выпуклого программирования

Рассмотрим «простейшую» задачу выпуклого программирования

(P δ) ∥z∥2 → min, Aδz = hδ, z ∈ D ⊂ Z.

Здесь: Aδ : Z → H — линейный ограниченный оператор, hδ ∈ H — заданный элемент,
D ⊂ Z — выпуклое замкнутое множество, Z, H — гильбертовы пространства. Верхний
индекс δ в исходных данных задачи (P δ ) означает, что эти данные являются точными
( δ = 0 ) или возмущенными ( δ > 0 ), то есть задаются с ошибкой, величину которой и
характеризует число δ ∈ [0, δ0], где δ0 > 0 — некоторое фиксированное число.

Предположим, что ∥(Aδ−A0)z∥ ≤ Cδ(1+∥z∥) ∀ z ∈ Z, ∥hδ−h0∥ ≤ Cδ, где C > 0 не
зависит от δ. Обозначим единственное решение задачи (P 0 ), в случае его существова-
ния, через z0. Обозначим: β ≡ {∥z0∥2, если z0 существует; +∞ в противном случае}.
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Введем необходимые обозначения: Dδ,ϵ ≡ {z ∈ D : ∥Aδz − hδ∥ ≤ ϵ}, ϵ ≥ 0,

Lδ(z, λ) ≡ ∥z∥2 + ⟨λ,Aδz − hδ⟩, zδ[λ] ≡ argmin{Lδ(z, λ), z ∈ D}, V δ(λ) ≡ min
z∈D

Lδ(z, λ)

и определим двойственную к (P 0 ) задачу

V 0(λ) → sup, λ ∈ H, V 0(λ) ≡ min
z∈D

L0(z, λ).

Ниже при доказательстве регуляризованных принципов Лагранжа нам понадобят-
ся следующие две связанные с двойственной задачей оценки, доказательство которых
можно найти в [18].

Лемма 1.1. Справедлива оценка ∥zδ[λ] − z0[λ]∥ ≤ C
√
δ(1 + ∥λ∥), где C > 0 —

постоянная, не зависящая от δ и λ ∈ H.

Лемма 1.2. Пусть ∥zδ[λ]∥ ≤ M и ∥z0[λ]∥ ≤ M и M не зависит от δ. Тогда
|V δ(λ)− V 0(λ)| ≤ Cδ∥λ∥, где постоянная C > 0 зависит от M, но не зависит от δ,

а также от λ ∈ H таких, что ∥zδ[λ]∥ ≤M и ∥z0[λ]∥ ≤M.

Центральную роль ниже при рассмотрении задачи (P 0 ) будет играть поня-
тие минимизирующего приближенного решения в смысле Дж. Варги [19]. Напомним,
что минимизирующим приближенным решение в задаче (P 0 ) называется последова-
тельность элементов zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , такая, что выполняются соотношения
∥zk∥2 → β, zk ∈ D0,ϵk , k → ∞, для некоторой сходящейся к нулю последователь-
ности ϵk, k = 1, 2, . . . неотрицательных чисел.

Благодаря дифференцируемости по Фреше функционала ∥ · ∥2 справедлива следу-
ющая (доказательство см., например, в [18]).

Лемма 1.3. Пусть β < +∞. Тогда для любого минимизирующего приближен-
ного решения zk, k = 1, 2, . . . в разрешимой в этом случае задаче (P 0) справедливо
предельное соотношение zk → z0, k → ∞.

Как легко заметить, упрощенность задачи характеризуется, во-первых, заданием
конкретного простейшего функционала качества и, во-вторых, отсутствием ограниче-
ний–неравенств. С одной стороны, благодаря упрощенной постановке, задача (P 0 )
очень удобна для формулировки указанных выше регуляризованных условий оптималь-
ности, которые в этом случае получаются также более компактными по записи и, как
следствие, более удобными для понимания. С другой же стороны, эти формулировки
достаточно полно передают основной содержательный смысл аналогичных результа-
тов и для существенно более общих по форме оптимизационных задач на условный
экстремум.

Попутно здесь представляется целесообразным отметить и то, что рассматриваемая
«простейшая» по форме записи задача выпуклого программирования (P 0 ) является,
в известном смысле, если так можно выразиться, и «самодостаточной» классической
оптимизационной задачей, изучение которой имеет первостепенное значение с точки
зрения многих естественнонаучных приложений [14–17].
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2. Двойственная регуляризация и итеративная двойственная
регуляризация

Опишем в данном разделе методы двойственной регуляризации и итеративной двой-
ственной регуляризации [9–11] и сформулируем соответствующие теоремы сходимости
для них, доказательство которых можно найти в указанных работах [9–11], а также в
работах [2, 3, 14, 15].

Метод двойственной регуляризации. Обозначим через λδ,α единственную в
H точку, дающую на этом множестве максимум функционалу Rδ,α(λ) ≡ V δ(λ) −
α∥λ∥2, λ ∈ H. Пусть выполняется условие согласования

δ

α(δ)
→ 0, α(δ) → 0, δ → 0. (2.1)

Справедлива следующая [9–11, 14, 15]

Теорема 2.1. Пусть задача (P 0) разрешима. Тогда вне зависимости от того,
разрешима или нет двойственная к (P 0) задача, при условии согласования ( 2.1 ) вы-
полняются соотношения

α(δ)∥λδ,α(δ)∥2 → 0, ∥zδ[λδ,α(δ)]∥2 → ∥z0∥2, A0zδ[λδ,α(δ)]− h0 → 0,

⟨λδ,α(δ), Aδzδ[λδ,α(δ)]− hδ⟩ → 0, δ → 0,

и, как следствие ( благодаря дифференцируемости по Фреше функционала ∥ ·∥2 ), пре-
дельное соотношение ( см. лемму 1.3 ) ∥zδ[λδ,α(δ)]−z0∥ → 0, δ → 0. Другими словами,
вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная задача, алгоритм двой-
ственной регуляризации является регуляризирующим. Одновременно справедливо и
предельное соотношение V 0(λδ,α(δ)) → sup

λ∈H
V 0(λ) = ∥z0∥2, δ → 0. Если же двойствен-

ная к (P 0) задача разрешима, то имеет место сходимость λδ,α(δ) → λ0 при δ → 0,

где λ0 ∈ H есть ее нормальное решение.

Метод итеративной двойственной регуляризации. Введем в рассмотрение ите-
рационный процесс

λ
k+1

= λ
k
+ βk(Aδkzδ

k

[λ
k
]− hδ

k

)− 2βkαkλ
k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H (2.2)

с условиями согласования: αk > 0, βk > 0, lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,

αk

αk+1
≤ C0,

|αk+1 − αk|
(αk)3βk

→ 0,
βk

(αk)3
→ 0,

δk

(αk)6
→ 0,

∞∑
k=1

αkβk = +∞. (2.3)

З а м е ч а н и е 2.1. Последовательности αk и βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяю-
щие соотношениям (2.3), существуют. Например, в этом качестве можно использовать
последовательности αk = k−1/6, βk = k−1/(5/3), k = 0, 1, 2, . . . .

Справедлива следующая [9–11, 14, 15]
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Теорема 2.2. Пусть задача (P 0) разрешима и выполняются условия согласования
( 2.3 ). Тогда вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0) за-
дача, для генерируемой итерационным процессом ( 2.2 ) последовательности λ

k
, k =

0, 1, 2, . . . , выполняются предельные соотношения

αk∥λk∥ → 0, ∥zδk [λk]∥2 → ∥z0∥2, A0zδ
k

[λ
k
]− h0 → 0,

⟨λk, Aδkzδ
k

[λ
k
]− hδ

k⟩ → 0, δk → 0, k → ∞.

Как следствие, справедливо и предельное соотношение ∥zδk [λk] − z0∥ → 0, k → ∞.

Одновременно с указанными предельными соотношениями выполняется и предельное
соотношение lim

δk→+0
V 0(λ

k
) = sup

λ∈H
V 0(λ) = ∥z0∥2. Если двойственная к (P 0) задача

разрешима, то имеет место сходимость λ
k → λ0, k → ∞, где λ0 ∈ H есть ее

решение с минимальной нормой.

Эта теорема снабжается регуляризирующим правилом останова итерационного про-
цесса (2.2) в случае, когда исходные данные оптимизационной задачи задаются с опре-
деленной фиксированной (конечной) погрешностью δ > 0. Пусть числовые последо-
вательности δk, αk, βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют условиям (2.3). Зафиксируем
следующее правило останова итерационного процесса (2.2)

λ
k+1

= λ
k
+ βk(Aδzδ[λ

k
]− hδ)− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . ; λ

0 ∈ H (2.4)

при фиксированном конечном уровне погрешности δ > 0: при каждом δ > 0, δ ≤ δ1,
итерации продолжаются до такого наибольшего номера k = k(δ), при котором выпол-
няются неравенства

δk ≥ δ, k = 1, 2, . . . , k(δ). (2.5)

Справедлива следующая [9–11, 14, 15]

Теорема 2.3. Вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0)

задача, справедливы предельные соотношения ∥zδ[λk(δ)]∥2 → ∥z0∥2, A0zδ[λ
k(δ)

]−h0 → 0

и, как следствие, предельное соотношение ∥zδ[λk(δ)]− z0∥ → 0, δ → 0, где λ
k(δ)

— ре-
зультат k(δ) итераций итерационного процесса ( 2.4 ). Другими словами, указанное
правило останова порождает регуляризирующий алгоритм в задаче (P 0).

3. Регуляризованные принципы Лагранжа в «простейшей» задаче
выпуклого программирования

Сформулируем и докажем в данном разделе регуляризованные принципы Лагранжа
[2, 3, 14, 15] для задачи (P 0). Приводимые ниже доказательства основаны на сформули-
рованных в предыдущем разделе теоремах сходимости 2.1, 2.2, 2.3 методов двойствен-
ной регуляризации и итеративной двойственной регуляризации с правилом останова
итерационного процесса [9–11].

Формулируемые ниже регуляризованные принципы Лагранжа, которые можно так-
же именовать регуляризованными теоремами Куна–Таккера (используемая функция
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Лагранжа регулярна) для задачи (P 0 ), имеют вид утверждений о необходимых и до-
статочных условиях существования минимизирующего приближенного решения в за-
даче и о возможности аппроксимации решения z0 точками минимума ее регулярной
функции Лагранжа. Одновременно в них конструктивно предъявляются конкретные
минимизирующие приближенные решения, аппроксимирующие решение z0 и состоя-
щие из указанных точек минимума регулярной функции Лагранжа.

Теорема 3.1. [Регуляризованный принцип Лагранжа ] Пусть задана произ-
вольная последовательность сходящихся к нулю положительных чисел δk,

k = 1, 2, . . . . Тогда вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0)

задача, для существования ограниченного минимизирующего приближенного решения
в задаче (P 0) необходимо и достаточно, чтобы существовала последовательность
λk ∈ H, k = 1, 2, . . . , такая, что выполняются соотношения

δk∥λk∥2 → 0, zδ
k

[λk] ∈ Dδk,ϵk , ϵk → 0, ⟨λk, Aδkzδ
k

[λk]− hδ
k⟩ → 0, k → ∞, (3.1)

а последовательность zδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . была ограничена. Более того, эта после-

довательность zδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . , является искомым минимизирующим прибли-

женным решением задачи (P 0) и zδ
k
[λk] → z0, k → ∞. Кроме того, выполняется

предельное соотношение
V 0(λk) → sup

λ∈H
V 0(λ). (3.2)

В качестве последовательности λk ∈ H, k = 1, 2, . . . , может быть взята последо-
вательность λδ

k,α(δk), k = 1, 2, . . . , δk/α(δk) → 0, k → ∞, генерируемая алгоритмом
двойственной регуляризации теоремы 2.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимости, прежде всего, заме-
тим, что задача (P 0) разрешима благодаря существованию ограниченного минимизи-
рующего приближенного решения. Теперь выполнимость соотношений (3.1), (3.2) тео-
ремы вытекает из теоремы 2.1, если в качестве точек λk и zδ

k
[λk] взять соответственно

точки λδ
k,α(δk) и zδ

k
[λδ

k,α(δk)], k = 1, 2, . . . .

Для доказательства достаточности заметим, прежде всего, что задача (P 0 ) разре-
шима ввиду включения zδ

k
[λk] ∈ Dδk,ϵk , ограниченности последовательности zδ

k
[λk],

k = 1, 2, . . . , и условий на исходные данные задачи (P 0 ). Далее, так как точка zδ
k
[λk]

минимизирует функционал Lδk(·, λk), можем записать

∥zδk [λk]∥2 + ⟨λk, Aδkzδ
k

[λk]− hδ
k⟩ ≤ ∥z∥2 + ⟨λk, Aδkz − hδ

k⟩ ∀ z ∈ D.

В силу условий теоремы отсюда следует, что

∥zδk [λk]∥2 ≤ ∥z∥2 + ⟨λk, Aδkz − hδ
k⟩+ ψk ∀ z ∈ D, ψk → 0, k → ∞.

Положим здесь z = z0 и используем условие согласования δk∥λk∥ → 0, k → ∞. То-
гда получаем ∥zδk [λk]∥2 ≤ ∥z0∥2 + ψ̃k, ψ̃k → 0, k → ∞. Так как одновременно мы
имеем включение zδ

k
[λk] ∈ Dδ,ϵk , а следовательно, и zδ

k
[λk] ∈ D0,ϵ̄k , ϵ̄k → 0, k → ∞,
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то можем утверждать, что последовательность zδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . , является мини-

мизирующим приближенным решением в задаче (P 0 ) и, более того, zδ
k
[λk] → z0,

k → ∞. Далее, так как последовательность zδ
k
[λk], k = 1, 2, . . . ограничена, то в

силу оценки леммы 1.1 и предельного соотношения δk∥λk∥2 → 0, k → ∞ последова-
тельность z0[λk], k = 1, 2, . . . также ограничена. Одновременно в силу равномерной
по k = 1, 2, . . . ограниченности элементов zδ

k
[λk], z0[λk] и оценки леммы 1.2 получа-

ем предельное соотношение V δk(λk) − V 0(λk) → 0, k → ∞. Так как при этом в силу
доказанной сходимости zδ

k
[λk] → z0, k → ∞ и третьего из условий (3.1) имеет место

сходимость V δk(λk) → ∥z0∥2, k → ∞, то получаем окончательно

V 0(λk) → sup
λ∈H

V 0(λ) = ∥z0∥2.

З а м е ч а н и е 3.1. Подчеркнем, что сформулированная регуляризованная тео-
рема Куна–Таккера 3.1 отличается от своего классического аналога двумя важными
обстоятельствами: 1) она справедлива без каких-либо предположений регулярности (су-
ществования вектора Куна–Таккера) задачи (P 0 ); 2) она «устойчива» по отношению к
ошибкам исходных данных и может использоваться, в частности, для решения некор-
ректных задач, если последовательность λk, k = 1, 2, . . . выбирается в соответствии с
алгоритмом двойственной регуляризации. При этом содержащиеся в ней условия обес-
печивают одновременно как достаточное, так и необходимое условие существования
минимизирующего приближенного решения в задаче. В этом состоит ее принципиаль-
ное отличие от классической теоремы Куна–Таккера.

Сформулируем далее регуляризованный принцип Лагранжа в итерационной форме,
который можно также именовать регуляризованной теоремой Куна–Таккера в итераци-
онной форме. Приводимая формулировка, как и формулировка теоремы 3.1, содержит
необходимые и достаточные условия существования минимизирующего приближенно-
го решения в задаче (P 0 ). Однако, в отличие от теоремы 3.1, в формулируемой ниже
теореме одновременное конструктивное предъявление конкретного минимизирующего
приближенного решения, аппроксимирующего решение z0 и состоящего из точек ми-
нимума регулярной функции Лагранжа, основано на итерационной процедуре регуля-
ризованного градиентного подъема в процессе максимизации функционала V 0 двой-
ственной задачи.

Теорема 3.2. [Регуляризованный итерационный принцип Лагранжа ] Для
того чтобы в задаче ( P 0 ) существовало ограниченное минимизирующее приближен-
ное решение ( и, следовательно, сильно сходилось к z0 ), необходимо и достаточно,
чтобы для последовательности λ

k ∈ H, k = 0, 1, . . . , порождаемой итерационным
процессом ( 2.2 ), с условиями согласования ( 2.3 ) выполнялись соотношения

zδ
k

[λ
k
] ∈ Dδk,ϵk , ϵk → 0, ⟨λk, Aδkzδ

k

[λ
k
]− hδ

k⟩ → 0, k → ∞, (3.3)

а последовательность zδ
k
[λ

k
], k = 0, 1, . . . , была ограниченной. В этом случае последо-

вательность zδ
k
[λ

k
], k = 0, 1, . . . , представляет собой искомое минимизирующее при-

ближенное решение в задаче ( P 0 ) и имеет место сходимость zδ
k
[λ

k
] → z0, k → ∞.

Одновременно выполняется и предельное соотношение V 0(λ
k
) → sup

λ∈H
V 0(λ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства необходимости заметим, прежде все-
го, что задача (P 0) разрешима в силу существования ограниченного минимизирующего
приближенного решения и условий на ее исходные данные. Поэтому предельные соот-
ношения (3.3) доказываемой теоремы являются следствиями теоремы 2.2. Далее, для
доказательства достаточности, в первую очередь заметим, что задача (P 0 ) разрешима
благодаря включениям zδ

k
[λ

k
] ∈ Dδk,ϵk , k = 0, 1, . . . , ограниченности последователь-

ности zδ
k
[λ

k
], k = 0, 1, . . . , и условиям на исходные данные задачи. Тогда в силу той

же теоремы 2.2 последовательность λ
k
, k = 0, 1, 2, . . . , порождаемая итерационным

процессом (2.2) с условиями согласования (2.3), удовлетворяет помимо предельных со-
отношений (3.3) и предельному соотношению ∥zδk [λk]∥2 → ∥z0∥2, k → ∞. По этой при-
чине последовательность zδ

k
[λ

k
], k = 0, 1, . . . , является искомым минимизирующим

приближенным решением в задаче (P 0 ), а значит, она и сходится к z0. Далее, так как
последовательность zδ

k
[λ

k
], k = 1, 2, . . . , ограничена, то в силу оценки леммы 1.1, усло-

вия согласования δk/(αk)6 → 0, k → ∞ в (2.3) и предельного соотношения αk∥λk∥ → 0,

k → ∞ теоремы 2.2 последовательность z0[λ
k
], k = 1, 2, . . . , также ограничена. Одно-

временно в силу равномерной по k = 1, 2, . . . ограниченности элементов zδ
k
[λ

k
], z0[λ

k
]

и оценки леммы 1.2 получаем предельное соотношение V δk(λ
k
)− V 0(λ

k
) → 0, k → ∞.

Так как при этом в силу доказанной сходимости zδ
k
[λ

k
] → z0, k → ∞ и второго из усло-

вий (3.3) имеет место сходимость V δk(λk) → ∥z0∥2, k → ∞, то получаем окончательно
V 0(λk) → sup

λ∈H
V 0(λ) = ∥z0∥2.

Регуляризованный принцип Лагранжа в итерационной форме теоремы 3.2 может
быть снабжен и правилом останова итерационного процесса (2.2) в случае, когда ис-
ходные данные задачи (P 0 ) задаются с фиксированной конечной ошибкой. Это обстоя-
тельство важно с точки зрения решения практических неустойчивых оптимизационных
и сводящихся к ним задач. Тем самым оно обеспечивает возможность непосредствен-
ного применения регуляризованного итерационного принципа Лагранжа при решении
самых разнообразных задач современного естествознания. Пусть последовательности
δk, αk, βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют условиям согласования (2.3) и правило оста-
нова итерационного процесса (2.2), задаваемого в этой ситуации итерационной про-
цедурой (2.4) с фиксированной конечной характеризующей ошибку исходных данных
величиной δ, определяется как и в случае итеративной двойственной регуляризации:
для каждого δ > 0 такого, что δ ≤ δ1, итерации продолжаются до такого наибольше-
го номера k = k(δ), для которого выполняются неравенства (2.5). Тогда теорема 2.3
позволяет утверждать, что справедлива

Теорема 3.3. Вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к
(P 0) задача, справедливы предельные соотношения ∥zδ[λk(δ)] − z0∥ → 0, V 0(λ

k(δ)
) →

sup
λ∈H

V 0(λ), δ → ∞, где λ
k(δ)

— результат k(δ) итераций итерационного процесса

( 2.4 ) с правилом останова, определяемым формулой ( 2.5 ). Таким образом, указан-
ное правило останова порождает регуляризирующий алгоритм в задаче (P 0).



РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ПРИНЦИПА ЛАГРАНЖА И ПРИНЦИПА МАКСИМУМА ПОНТРЯГИНА 767

4. Регуляризованные итерационные принцип Лагранжа и принцип
максимума Понтрягина в оптимальном управлении и обратных задачах

Основной целью данного раздела является иллюстрация того, как устойчивые се-
квенциальные принципы Лагранжа раздела 2 могут применяться для решения неустой-
чивых задач оптимального управления и сводящихся к ним обратных задач. Формули-
руемая ниже задача оптимального управления с упрощенным функционалом качества
может трактоваться одновременно как обратная задача финального наблюдения. Для
нее формулируются регуляризованные принцип Лагранжа и принцип максимума Понт-
рягина в итерационной форме с правилом останова итерационного процесса [12, 13].

Задача оптимального управления с фазовым ограничением–равенством.
Пусть QT ≡ Ω × (0, T ), S ≡ ∂Ω, ST ≡ {(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )}, Ω — ограничен-
ная область в Rn, H ≡ L2(Ω), D ≡ D1 × D2 × D3 ⊂ L2(QT ) × L2(Ω) × L2(ST ) ≡ H,
D1 ⊂ L2(QT ), D2 ⊂ L2(Ω), D3 ⊂ L2(ST ) — выпуклые замкнутые множества. Обозна-
чим тройки элементов гильбертова пространства H через π ≡ (u, v, w).

Рассмотрим задачу оптимального управления с фиксированным временем и с опе-
раторным ограничением равенством

(OCδ) ∥π∥2 ≡ ∥u∥22,QT
+∥v∥22,Ω+∥w∥22,ST

→ min, Aδπ ≡ zδ[π](·, T ) = hδ, π ∈ D ⊂ H ≡ Z.

Здесь: hδ ∈ H заданная функция, zδ[π] — обобщенное решение класса V 1,0
2 (QT ) [8]

третьей начально-краевой задачи для линейного параболического уравнения с дивер-
гентной главной частью

zt −
∂

∂xi

(
ai,j(x, t)zxj

)
+ aδ(x, t)z = u(x, t), z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω, (4.1)

∂z

∂N
+ σδ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST ,

соответствующее тройке π ≡ (u, v, w) ∈ H = Z, ∂z(x,t)
∂N ≡ ai,j(x, t)zxj

(x, t) cosαi(x, t),

αi(x, t) — угол, образованный внешней нормалью к S с осью xi. Как и в разделе 1,
верхний индекс δ в исходных данных задачи (OCδ ) означает, что эти данные соот-
ветствуют либо ситуации их точного задания ( δ = 0 ), либо являются возмущенными
( δ > 0 ), то есть задаются с ошибкой, δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0 — некоторое фиксированное
число. Решение задачи с точными исходными данными (OC0 ) (единственное), если оно
существует (существует хотя бы одна допустимая тройка π, удовлетворяющая равен-
ству A0π = h0 ), будем обозначать через π0.

Считаем, что исходные данные задачи (OCδ ) удовлетворяют следующим условиям:

a) функции ai,j, a
δ : Ω× [0, T ] → R1, i, j = 1, . . . , n являются измеримыми по Лебегу;

b) выполняются оценки

ν|ξ|2 ≤ ai,j(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2 ∀(x, t) ∈ QT , ν, µ > 0,

|aδ(x, t)| ≤ K при п.в. (x, t) ∈ QT , |σδ(x, t)| ≤ K при п.в. (x, t) ∈ ST ,

где K > 0 — не зависящая от δ постоянная;
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c) граница S является кусочно-гладкой.

Будем считать, что выполняются следующие оценки для отклонений возмущенных
исходных данных от точных

∥aδ − a0∥∞,QT
≤ δ, ∥σδ − σ0∥∞,ST

≤ δ, ∥hδ − h0∥2,Ω ≤ δ. (4.2)

Регуляризованные итерационные принцип Лагранжа и принцип макси-
мума Понтрягина. Задача (OCδ ) формально может быть записана как задача вы-
пуклого программирования

(P δ) ∥π∥2 → min, Aδπ = hδ, π ∈ D ⊂ H = Z,

совпадающая по форме с задачей выпуклого программирования (P δ ) раздела 1: Z = H,
H = L2(Ω), A

δ : Z → H — линейный ограниченный оператор, задаваемый равенством
Aδπ = zδ[π](·, T ). В силу условий a) - c), теорема существования обобщенного решения
третьей начально-краевой задачи для линейного параболического уравнения с дивер-
гентной главной частью (см. [8, гл. III, §5]) обеспечивает разрешимость прямой задачи
(4.1) в классе V 1,0

2 (QT ) для любой тройки (u, v, w) ∈ Z и любого T > 0. Более того,
мы имеем в этом случае и априорную оценку

|zδ[π]|QT
+ ∥zδ[π]∥2,QT

≤ C(∥u∥2,QT
+ ∥v∥2,Ω + ∥w∥2,ST

),

в которой постоянная C > 0 не зависит от δ ∈ [0, δ0]. Используя эту оценку в сово-
купоности с оценками (4.2), получаем оценку для отклонения возмущенного оператора
Aδ : Z → H = L2(Ω), A

δπ = zδ[π](·, T ) от его невозмущенного аналога в виде неравен-
ства ∥(Aδ − A0)π∥ ≤ Cδ(1 + ∥π∥), в котором C > 0 — постоянная, не зависящая от δ

(см., например [9]). Определим множество Dδ,ϵ ≡ {π ∈ D : ∥Aδπ−hδ∥ ≤ ϵ}, функционал
Лагранжа Lδ(π, λ) ≡ ∥π∥2+ ⟨λ,Aδπ−hδ⟩, его единственный минимизирующий элемент
πδ[λ] (функционал качества задачи (OCδ ) является сильно выпуклым и двойственную
к (OCδ ) задачу V δ(λ) ≡ min

π∈D
Lδ(π, λ) → sup, λ ∈ H = L2(Ω).

Теорема 3.2 позволяет сформулировать нам принцип Лагранжа в итерационной фор-
ме для задачи оптимального управления (OCδ ). Его формулировка использует клас-
сическую конструкцию функционала Лагранжа и не зависит от того, существует или
нет, вектор Куна–Таккера в рассматриваемой задаче. Попутно заметим, что вопрос
существования вектора Куна–Таккера в подобных задачах представляет собою само-
стоятельную сложную проблему.

Теорема 4.1. [Регуляризованный итерационный принцип Лагранжа ] Вне
зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (OC0) задача, для суще-
ствования ограниченного минимизирующего приближенного решения в задаче (OC0)

необходимо и достаточно, чтобы для последовательности двойственной переменной
λ
k
, k = 1, 2, . . . , порождаемой итерационным процессом

λ
k+1

= λ
k
+ βk(Aδkπδk [λ

k
]− hδ

k

)− 2βkαkλ
k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H = L2(Ω)
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с условиями согласования ( 2.3 ) выполнялись соотношения

πδk [λ
k
] ∈ Dδk,ϵk , ϵk → 0, ⟨λk, Aδkπδk [λ

k
]− hδ

k⟩ → 0, k → ∞.

Более того, последовательность πδk [λ
k
], k = 1, 2, . . . , является искомым минимизи-

рующим приближенным решением в задаче (OC0) и πδk [λ
k
] → π0, k → ∞. Одновре-

менно выполняется и предельное соотношение V 0(λ
k
) → sup

λ∈H
V 0(λ).

Естественно, мы можем здесь сформулировать и соответствующее правило останова
для итерационного процесса. В этом случае следствием теоремы 3.3 является

Теорема 4.2. Вне зависимости от того, разрешима или нет, двойственная к
(OC0) задача, справедливы предельные соотношения ∥πδ[λ

k(δ)
]− π0∥ → 0, V 0(λ

k(δ)
) →

sup
λ∈H

V 0(λ), δ → ∞, где λ
k(δ)

— результат k(δ) итераций итерационного процесса

( 2.4 ) с правилом останова, определяемым формулой ( 2.5 ). Таким образом, указан-
ное правило останова порождает регуляризирующий алгоритм в задаче (OC0).

Получим далее регуляризованный принцип максимума Понтрягина в итерацион-
ной форме из принципа Лагранжа в итерационной форме теоремы 4.1. Предполо-
жим для простоты, что множества D1, D2, D3 имеют более привычный для тео-
рии оптимального управления вид: D1 ≡ {u ∈ L2(QT ) : u(x, t) ∈ U п.в. на QT},
D2 ≡ {v ∈ L2(Ω) : v(x) ∈ V п.в. на Ω}, D3 ≡ {w ∈ L2(ST ) : w(x, t) ∈ W п.в. на ST},
где U ⊂ R1, V ⊂ R1, W ⊂ R1 — выпуклые компакты. С целью перехода к регуляри-
зованному принципу максимума Понтрягина запишем принцип максимума Понтряги-
на в простейшей задаче оптимального управления с сильно выпуклым функционалом
Лагранжа в качестве функционала качества (см., например, [9])

Lδ(π, λ) ≡ ∥π∥2 + ⟨λ, zδ[π](·, T )− hδ⟩ → min, π ∈ D ⊂ H (4.3)

при произвольном фиксированном λ ∈ H. Очевидно, в силу выпуклости задачи (4.3)
формулируемый ниже принцип максимума Понтрягина является критерием оптималь-
ности для нее. Введем функции Гамильтона–Понтрягина: Hu(u, η) ≡ ηu−u2, Hv(v, η) ≡
ηv − v2, Hw(w, η) ≡ ηw − w2.

Лемма 4.1. Тройка πδ[λ] ≡ (uδ[λ], vδ[λ], wδ[λ]) удовлетворяет обычному принципу
максимума Понтрягина в задаче (4.3) : для π ≡ (u, v, w) = πδ[λ] выполняются соотно-
шения максимума

max
r∈U

Hu(x, t, r, η
δ[λ](x, t)) = Hu(x, t, u(x, t), η

δ[λ](x, t)) для п.в. (x, t) ∈ QT , (4.4)

max
r∈V

Hv(x, r, η
δ[λ](x, 0)) = Hv(x, v(x), η

δ[λ](x, 0)) для п.в. x ∈ Ω,

max
r∈D3

∫
ST

∇wHw(s, t, w(s, t), η
δ[λ](s, t))r(s, t) ds dt =
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∫
ST

∇wHw(s, t, w(s, t), η
δ[λ](s, t))w(s, t) ds dt,

где ηδ[λ] ∈ V 1,0
2 (QT ) — решение сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj

(
ai,j(x, t)ηxi

)
+ aδ(x, t)η = 0, η(x, T ) = λ(x), x ∈ Ω, (4.5)

∂η

∂N
+ σδ(x, t)η = 0, (x, t) ∈ ST .

Обратно, в силу выпуклости задачи (OCδ), любая тройка π ∈ D, удовлетворяющая
при некотором λ ∈ H соотношениям (4.4), (4.5), дает минимум в задаче (4.3).

Обозначим через πδ
max[λ] элемент π ∈ D, удовлетворяющий всем соотношениям

принципа максимума (4.4) леммы 4.1. Очевидно, в условиях данной работы πδ
max[λ] =

πδ[λ]. Благодаря лемме 4.1, регуляризованный итерационный принцип Лагранжа теоре-
мы 4.1 может быть переписан в форме регуляризованного принципа максимума Понт-
рягина в итерационной форме.

Теорема 4.3. [Принцип максимума Понтрягина в итерационной регуля-
ризованной форме ] Вне зависимости от того, разрешима или нет, двойственная
к (OC0) задача, для существования минимизирующего приближенного решения в за-
даче (OC0) необходимо и достаточно, чтобы для последовательности двойственной
переменной λ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , порождаемой итерационным процессом

λ
k+1

= λ
k
+ βk

(
Aδkπδk

max[λ
k
]− hδ

k
)
− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H,

с условиями согласования ( 2.3 ), выполнялись соотношения

πδk

max[λ
k
] ∈ Dδk,ϵk , ϵk → 0, ⟨λk, Aδkπδk

max[λ
k
]− hδ

k⟩ → 0, k → ∞.

При этом последовательность πδk

max[λ
k
], k = 1, 2, . . . , представляет собою искомое

минимизирующее приближенное решение в задаче (OC0) и πδk

max[λ
k
] → π0, k → ∞.

Более того, выполняется предельное соотношение V 0(λ
k
) → sup

λ∈H
V 0(λ).

Существенной особенностью регуляризованного принципа максимума Понтрягина
в итерационной форме теоремы 4.3 является то, что, как и регуляризованный итера-
ционный принцип Лагранжа теоремы 4.1, он предполагает, что величина δk, характе-
ризующая ошибку отклонения возмущенных исходных данных от точных, стремится к
нулю при k → ∞. Однако, как и теорема 4.1, теорема 4.3 снабжается соответствующим
регуляризирующим правилом останова итерационного процесса, почти дословно совпа-
дающим с правилом останова, сформулированным после теоремы 4.1 (см. теорему 4.2).
Оно может быть использовано для практического решения неустойчивых задач на ос-
нове устойчивого итерационного принципа максимума Понтрягина теоремы 4.3, так как
представляет собою устойчивый алгоритм построения минимизирующего приближен-
ного решения в задаче (OC0 ). Пусть последовательности δk, αk, βk, k = 0, 1, 2, . . .
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удовлетворяют условиям согласования (2.3). Пусть правило останова итерационного
процесса (2.2)

λ
k+1

= λ
k
+ βk

(
Aδπδ

max[λ
k
]− hδ

)
− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0 ∈ H, (4.6)

с фиксированной конечной ошибкой δ > 0 задается следующим образом: для каждого
δ > 0 такого, что δ ≤ δ1, итерации продолжаются до такого наибольшего номера
k = k(δ), для которого

δk ≥ δ, k = 1, 2, . . . , k(δ). (4.7)

Теорема 4.4. Вне зависимости от того, разрешима или нет, двойственная к
(OC0) задача, выполняются предельные соотношения πδ

max[λ
k(δ)

] → π0, V 0(λ
k(δ)

) →
sup
λ∈H

V 0(λ), δ → 0, где λ
k(δ)

есть результат k(δ) итераций итерационного процесса

( 4.6 ) с правилом останова ( 4.7 ). Другими словами, данное правило останова пред-
ставляет собою регуляризирующий алгоритм в задаче (OC0).
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WHY REGULARIZATION OF LAGRANGE PRINCIPLE
AND PONTRYAGIN MAXIMUM PRINCIPLE IS NEEDED

AND WHAT IT GIVES
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Abstract. We consider the regularization of the classical Lagrange principle and the
Pontryagin maximum principle in convex problems of mathematical programming
and optimal control. On example of the “simplest” problems of constrained infinite-
dimensional optimization, two main questions are discussed: why is regularization of
the classical optimality conditions necessary and what does it give?
Keywords: convex programming; dual regularization; regularized Lagrange principles;
optimal control; inverse problem; regularized iterative Pontryagin maximum principle
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